
1 
 

2020 年欣榮圖書館數學比賽（國中組） 

1. (20 分)有一個「疊加遊戲」規則是這樣的：先將大小相同的正方形左右對稱排

列後進行堆疊，由上而下數，第一層有 1 個、第二層有 2 個、第三層有 3 個、…、

第有 n 層 n 個，再將正方形內填入數，使得左右相鄰兩個正方形內的兩數的「和」

等於其中間上方正方形內的數。圖 (一) 與圖 (二) 分別是一個兩層與三層正方

形堆疊的例子。 

 

圖 (一) 

 

圖 (二) 

 

(i) 圖 (三) 是一個四層的正方形堆疊圖形，若最下層的四個數 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 皆為正

整數 (數字可重複)，根據規則得出最上層正方形內的數為 40，則請問    

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 的最小值為何？最大值為何？請完整說明你的理由。 

 

圖 (三) 

 

(ii) 圖 (四) 為一個五層的的正方形堆疊圖形，若最下層的五個數只能是 1 或 

−1，根據規則得出最上層正方形內的數 𝐴，我們知道 𝐴 有最小值 −16、

最大值 16，則在 −16 到 16 之中 （即 −16, −15, … , 15, 16） 中，請問 

𝐴 不可能是那些數？請完整說明你的理由。 

 

圖 (四) 
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【解】 

(i) (8 分)由規則可知 𝑎 + 3𝑏 + 3𝑐 + 𝑑 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 2(𝑏 + 𝑐) = 40，所以

可得當 𝑏 + 𝑐 有最大值時，𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 有最小值，又 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 皆為正整

數，因此取 𝑏 + 𝑐 = 12，此時 𝑎 + 𝑑 = 4，可得 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 的最小值為 

16。反之亦然，取 𝑏 + 𝑐 = 2，此時 𝑎 + 𝑑 = 34，可得 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 的最

大值為 36。 

(ii) (12 分)令最下層的五個數由左至右分別為 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒，由規則可知 𝐴 = 𝑎 +

4𝑏 + 6𝑐 + 4𝑑 + 𝑒，又 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 為 1 或 −1。考慮，𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑒 =

−1 時，𝐴 有最小值為 −16，此時 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 任一個從 −1 變為 1 時，𝐴 

必為 −16 加上 2 的倍數，因此 𝐴 不可能是奇數。再考慮 𝑎 + 4𝑏 + 6𝑐 +

4𝑑 + 𝑒 中的係數，可得出 𝐴 可能為 ±16、±14、±12、±8、±6、±4、±2、

0，注意到，±10 是做不到的。因此，𝐴 不可能是 ±15、±13、±11、±9、

±7、±5、±3、±1，以及 ±10。 

( 註：說明 𝐴 不可能是奇數可得 8 分，不可能是 ±10 則得 4 分 ) 

 
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2. (20 分)以下有兩個新月形的數學問題，請你仔細閱讀後進行思考與作答。 

(i) 圖 (五) 是一個半徑為 10 的圓形色紙，若將圓以弦 𝐴𝐵 為摺線進行摺疊，

使得劣弧 𝐴𝐵 通過圓心 𝑂 而成圖 (六)，其塗色區域形成一個新月形，如

圖 (七) 所示，則塗色區域面積為何？(圓周率請用 𝜋 表示) 

 

   

圖 (五) 圖 (六) 圖 (七) 

 

(ii) 圖 (八) 是由兩個大小不同的圓形色紙重疊而成之圖形，兩圓交於相異 𝐶 

與 𝐷 兩點，且 𝐸 點與 𝐹 點皆分別在兩圓弧上，若角 𝐶𝐸𝐷 為 30 度、角 

𝐶𝐹𝐷 為 45 度，且優弧 𝐶𝐸𝐷 所在的大圓之半徑為 10，則塗色區域的新月

形面積為何？ 

 

圖 (八) 
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【解】 

(i) (5 分)令弦 𝐴𝐵 的中點為 𝑀，則 𝑂𝑀 是 𝐴𝑀 的中垂線，因為對摺後，劣

弧 𝐴𝐵 通過圓心 𝑂，可得 2𝑂𝑀 = 𝑂𝐴 = 10，即角 𝐴𝑂𝑀 為 60 度，再得

弦 𝐴𝐵 長為 10√3。因對稱，角 𝐴𝑂𝐵 為 120 度。弓形 𝐴𝐵 面積為 100𝜋 ×
120

360
−

10√3×5

2
=

100

3
𝜋 − 25√3，所求塗色區域面積為  100𝜋 − 2 (

100

3
𝜋 −

25√3) =
100

3
𝜋 + 50√3。 

 

(ii) (15 分)令大圓圓心為 𝑂1、小圓圓心為  𝑂2，因兩圓連心線必垂直平分公弦 

𝐶𝐷，再令直線 𝑂1𝑂2 交弦 𝐶𝐷 於 𝑁。角 𝐶𝐸𝐷 為 30 度，可得角 𝐶𝑂1𝐷 為 

60 度 ( 對同弧的圓周角與圓心角)，同理可得角 𝐶𝑂2𝐷 為 90 度，所以角 

𝐶𝑂1𝑁 為 30 度、角 𝐶𝑂2𝑁 為 45 度，在直角三角形 𝐶𝑂1𝑁 中，角 𝐶𝑂1𝑁 

為 30 度，則線段 𝐶𝑁 為 10 ×
1

2
= 5，在直角三角形 𝐶𝑂2𝑁 中，角 𝐶𝑂2𝑁 

為 45 度，則半徑 𝐶𝑂2 為 5√2。即圓 𝑂1 的半徑為 10、圓 𝑂2 的半徑為 

5√2。 

在圓  𝑂2，優弧  𝐶𝐷  所在的弓形面積為  (5√2)
2

× 𝜋 ×
3

4
+ (5√2)

2
×

1

2
=

75

2
𝜋 + 25，在圓 𝑂1，劣弧 𝐶𝐷 所在的弓形面積為 102 × 𝜋 ×

1

6
− 102 ×

√3

4
=

50

3
𝜋 − 25√3，所求塗色區域的新月形面積為  100 × 𝜋 − (

75

2
𝜋 + 25) −

(
50

3
𝜋 − 25√3) =

275

6
𝜋 + 25√3 − 25。 
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3. (15 分)欣榮國中的七年級某班數學課堂中，老師複習因數與倍數單元，黑板寫

了以下正確的內容： 

 

4 = 1 × 4 = 2 × 2 

正因數有 1、2、4 

12 = 1 × 12 = 2 × 6 = 3 × 4 

正因數有 1、2、3、4、6、12 

 

(i) 此時，阿智宣稱「在 1 到 100 的整數中，存在一個正整數其正因數個數

是 11 個」。請你判斷阿智的宣稱是否正確？若正確，請你寫出此正整數。

若不正確，請完整說明你的理由。 

 

(ii) 下課前，老師給了一個挑戰題：「在 1 到 1000 的整數中，有某一個奇數 𝑥，

其正因數之和是一個三位數，這個三位數的末兩位是 81」，請求出此題中奇

數 𝑥 之值為何？( 註：正因數之和，以 100 為例，其正因數之和為 1 + 2 +

4 + 5 + 10 + 20 + 25 + 50 + 100 = 217，其末兩位是 17 ) 
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【解】 

(i) (3 分)不正確。因為完全平方數的正因數個數為奇數個，但是 1、4、9、16、

25、36、49、64、81、100 沒有任何一個數的正因數是 11 個。 

(ii) (12 分)考慮奇數 𝑥 的正因數有奇數個，還是偶數個。當 𝑥 的正因數有偶數

個時，其正因數之和為偶數 (偶數個奇數相加)，不符合條件；當 𝑥 的正因

數有奇數個時，其正因數之和為奇數 (奇數個奇數相加)，所以奇數 𝑥 為完

全平方數，檢驗 12、32、52、…、312 中，符合所求的有 2 個數，19 和 

25。 

(a) 19，1 + 19 + 361 = 381。 

(b) 25，1 + 5 + 25 + 125 + 625 = 781。 
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4.(20 分)圖 (九) 是兩個全等的三角形紙片 𝐴𝐵𝐶 與 𝐷𝐸𝐹，其中邊 𝐴𝐵 等於邊 

𝐷𝐸，邊 𝐵𝐶 等於邊 𝐸𝐹，邊 𝐶𝐴 等於邊 𝐹𝐷 且 𝐼 點是三角形 𝐴𝐵𝐶 的內心。

小榮與小欣分別都將三角形 𝐴𝐵𝐶 與三角形 𝐷𝐸𝐹 進行疊合，方法如下。 

 

小榮將三角形 𝐴𝐵𝐶 與三角形 𝐷𝐸𝐹 進行疊合，使得 𝐷 點與 𝐼 點重合且兩

個全等的三角形的三個對應邊分別平行，邊 𝐵𝐶 分別與邊 𝐷𝐸、邊 𝐷𝐹 交

於 𝐺 和  𝐻 點，如圖 (十) 所示。 

 

小欣也將三角形 𝐴𝐵𝐶 與三角形 𝐷𝐸𝐹 進行疊合，使得 𝐼 點在邊 𝐸𝐹 上且

兩個全等的三角形的三個對應邊分別平行，邊 𝐸𝐹 分別和邊 𝐴𝐵 與邊 𝐴𝐶 

交於 𝐽  和 𝐾 點，如圖 (十一) 所示。 

 

 

 

 
 

圖 (九) 圖 (十) 圖 (十一) 

 

請證明：√
三角形 𝐼𝐺𝐻 的面積

三角形 𝐴𝐽𝐾 的面積
=

𝐵𝐶

𝐴𝐵 + 𝐴𝐶
。 
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【解】 

依題意可得三角形 𝐼𝐺𝐻 相似於三角形 𝐴𝐵𝐶 且三角形 𝐴𝐽𝐾 相似於三角形 𝐴𝐵𝐶，

所以三角形 𝐼𝐺𝐻 相似於三角形 𝐴𝐽𝐾 且其對應邊分別平行。 

考慮將兩個重疊部份的三角形構造到同一個三角形 𝐴𝐵𝐶 中，如下圖。 

 

方法一：因為 𝐼 點是三角形 𝐴𝐵𝐶 的內心，作角 𝐵𝐴𝐶 的角平分線 𝐴𝐻，則線

段 𝐴𝐻 也會是角 𝐽𝐴𝐾 與角 𝐺𝐼𝐻 的角平分線。連線段 𝐵𝐼，在三角形 𝐴𝐵𝐻 中，

𝐴𝐼：𝐼𝐻 等於 𝐵𝐴：𝐵𝐻 (內分比)，同理 𝐴𝐼：𝐼𝐻 等於 𝐶𝐴：𝐶𝐻，所以 𝐴𝐼：𝐼𝐻 等

於 (𝐵𝐴 + 𝐶𝐴)：𝐵𝐶，又相似三角形的面積比等於角平分線長的平方比，因此我

們有 √
三角形 𝐼𝐺𝐻 的面積

三角形 𝐴𝐽𝐾 的面積
=

𝐼𝐻

𝐴𝐼
=

𝐵𝐶

𝐴𝐵+𝐴𝐶
。 

 

方法二：連線段 𝐵𝐼，因為 𝐼 點是三角形 𝐴𝐵𝐶 的內心，角 𝐽𝐵𝐼 等於角 𝐺𝐵𝐼，

又 𝐽𝐾 平行 𝐵𝐶，可得角 𝐽𝐼𝐵 等於角 𝐺𝐵𝐼 (內錯角)。因為角 𝐽𝐵𝐼 等於 角 𝐽𝐼𝐵，

所以線段 𝐽𝑁 等於線段 𝐽𝐼，同理可得線段 𝐾𝐼 等於線段 𝐾𝐶，即三角形 𝐴𝐽𝐾 的

周長為 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶。用相同的方法也可得出線段 𝐺𝐼 等於線段 𝐺𝐵 且線段 𝐻𝐼 等

於線段 𝐻𝐶，即三角形 𝐼𝐺𝐻 的周長為 𝐵𝐶。又相似三角形的面積比等於周長的

平方比，因此我們有 √
三角形 𝐼𝐺𝐻 的面積

三角形 𝐴𝐽𝐾 的面積
=

𝐵𝐶

𝐴𝐵+𝐴𝐶
。 
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5. (20 分)以下是兩道整除的問題，請你仔細閱讀後進行思考與作答。 

(i) 若 2020 能夠整除 𝑥 + 2019 且 𝑥 是整數，則請你證明 2020 也能整除 

𝑥 − 1。 

(ii) 若 192 能整除 𝑦3 + 191 且 𝑦 是小於 2020 的正整數，則滿足前述條件

的所有可能的正整數 𝑦 有多少個？ 

(註：你可能會用到的乘法公式 (𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) = 𝑎3 − 𝑏3) 
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【解】 

(i) (5 分 )令  𝑥 + 2019 = 2020𝑘，其中  𝑘  是整數，則  𝑥 − 1 = 𝑥 + 2019 −

2020 = 2020𝑘 − 2020 = 2020(𝑘 − 1)，所以 2020 能整除 𝑥 − 1。 

(ii) (15 分)192|192 且 192|𝑦3 + 191，可得 192|𝑦3 − 1，192 = 26 × 3 

因為 𝑦3 − 1 = (𝑦 − 1)(𝑦2 + 𝑦 + 1)，其中 𝑦 是正整數 

所以 26|𝑦3 − 1 且 3|𝑦3 − 1 

(a) 注意到，無論 𝑦 的奇偶，𝑦2 + 𝑦 + 1 必為奇數，所以 26|𝑦 − 1 

(b) (𝑦 − 1)(𝑦2 + 𝑦 + 1) = (𝑦 − 1)((𝑦 + 1)𝑦 + 1) 

            = (𝑦 − 1) × 𝑦 × (𝑦 + 1) + (𝑦 − 1) 

又 (𝑦 − 1)、𝑦、(𝑦 + 1) 是連續三個整數，必有一數為 3 的倍數 

所以 3|𝑦 − 1 

因此 26 × 3|𝑦 − 1，即 192|𝑦 − 1 

滿足條件的所有可能的正整數 𝑦 有 1, 193, 385, … ,1921 共 11 個。 
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6.(15 分)若方程式 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 的兩根均為整數，而且 𝑎 + 𝑏 = 2020，則試

求此方程式的解。 
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【解】 

設方程式的兩根為 ℎ 和 𝑘，且 ℎ ≥ 𝑘。 

由根與係數關係 (韋達定理) 得知 ℎ + 𝑘 = −𝑎、ℎ𝑘 = 𝑏。因為 𝑎 + 𝑏 = 2020，

可得 2020 = ℎ𝑘 − ℎ − 𝑘 = (ℎ − 1)(𝑘 − 1) − 1，即 (ℎ − 1)(𝑘 − 1) = 2021，又 

2021 = 1 × 2021 = 43 × 47，所以 (ℎ, 𝑘) = (2022, 2)、(48, 44)、(0, −2020)、

(−42, −46)。 


